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統 計 技 術 研 究 課  
 

ロバストな⽐率補定法について 
 

 ⽐率補定（ratio imputation） 

統計実務において、⽐率補定は、補定を⾏う⽬的変数 y が、ある単変量の説明変数 x と

の⽐がほぼ定数になる場合に使⽤される。ݎ を y と x の⽐とすると、⽋測値 ݕ は次のよ

うな推定値により補定される。 

పݕ ൌ            ሺ1ሻ										 			  	ݔݎ

⼀般に、ݎ は未知なので、x と y がともに⽋測のない観測値により以下のように推定する[De 

Waal et al. (2011)]。 

ݎ̂ ൌ
∑ ∈௦ݕ

∑ ∈௦ݔ
	 	   									 						     ሺ2ሻ 

ここで、”obs”は⽋測のない観測値のレコードを⽰す。この補定のモデルを次のように表す

と、誤差項 ߳ は平均 0 で分散が x に⽐例する独⽴でランダムな変数である [Rao (1996) ]。 

ݕ ൌ ݔݎ 	߳,							߳~ܰሺ0,  ሺ3ሻ																												ሻݔଶߪ

x と y の相関が⾼いほどこの⽐推定量の推定効率は⾼いが、回帰と同様に外れ値に弱いこ

とが知られている [e.g. Farrell and Barrera (2007)]。また、それぞれの変数の値を合算

して⽐をとるという性質上、この推定量は特に数値の⼤きい観測値の影響を受けやすい。 

 

 ⽐推定量のロバスト化 

M-推定量の考え⽅を⽤いて、上述の⽐推定量をロバスト化する。M-推定量は、y の推定

値からの乖離を⽰す誤差の⼤きさに応じて観測値に重み付けをすることにより、外れ値の

影響を緩和することができる。 

モデル(3)の誤差項 ߳ の分散には、x に⽐例して⼤きくなる不等分散性があり、このま

ま加重に⽤いれば外れ値と判定されるデータは x が⼤きいものに偏る。このため、分散が x

と関係性を持たない新たな誤差項 ߝ を使⽤してモデル(3)を再表現したい。 

,~ܰሺ0ߝ  ߝ、ଶሻ とするとߪ ൌ ߳/ඥݔ という関係があるため、(3)式は(4)式のように表
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現することができる。 

ݕ
ඥݔ

ൌ ݔඥݎ	   ߝ

ݕ ൌ ݔݎ	    ሺ4ሻ									  	         			ݔඥߝ

これに対応する残差  ߝప は、式(5)のようになる。 

పߝ ൌ
ݕ
ඥݔ

െ  ሺ5ሻ																																													     	ݔඥݎ̂

これにより、ロバスト化⽐推定量 ̂ݎ とそのモデル式はそれぞれ式(6)及び(7)、対応す

る残差ߝప は式(8)により得ることができる。 

ݎ̂ ൌ
ݕݓ∑
ݔݓ∑

     		   	    								  ሺ6ሻ 

ݕݓ ൌ 	 ݔݓݎ    ሺ7ሻ														  				 					  ݔݓඥߝ

పߝ ൌ 	
ݔݎି̂ݕ
ඥݔ

ൌ
ݕ
ඥݔ

െ  ሺ8ሻ	 																						  ݔඥݎ̂

				  				 			  																 

回帰 M-推定量の計算には、繰返し加重最⼩⼆乗法（IRLS: Iteratively Reweighted Least 

Squares）と呼ばれる計算アルゴリズムが、収束が早く計算が簡便なためによく使⽤される。

Bienias et al.（1997）において紹介されている回帰のための IRLS アルゴリズムを、以下

のように⽐推定に適⽤する。 

1) 通常の⽐率補定と同様に、(2)式により ̂ݎ を算出し、これを初期値とする。あわせて、

(5)式により残差ߝపを算出し、ߝప  とその尺度パラメータとなる平均絶対偏差(AAD: 

Average Absolute Deviation)から、後述のウェイト関数に基づいてݓを得る。 

2) 1)で得られたݓを⽤いて、(6)式による ̂ݎ と(8)式による残差 ߝప 、ߝప の AAD を

算出し、再びウェイト関数に基づいて新たなݓを算出する。 

3) 新たなݓを⽤いて再び 2)を繰り返す。このとき、直近とその⼀つ前の残差 ߝప の AAD

の変化率が 1%未満であれば、収束とみなして計算を終了し、最新の̂ݎ の値を補定

に⽤いる⽐率とする。 

ここで、⽋測のない観測値のサイズを n とすると、AAD は下式により得ることができる。 
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ୈߪ ൌ
1
݊
|ߝ݅ |


ୀଵ

 

を算出するためのウェイト関数には様々な選択肢があるが、ここではݓ Bienias et al.

（1997）に準拠して次のような Tukey の biweight 関数を使⽤する。 

ݓ ൬
̌ߝ

ߪ
൰ ൌ ሺ݁ሻݓ ൌ ቐ1 െ ቀ

݁
ܿ
ቁ
ଶ
൨
ଶ

							|݁|  ܿ	

0																											|݁|  ܿ.
 

この式は、残差 ̌ߝ を尺度パラメータߪで標準化した標準化誤差 ݁ の絶対値が、定数 c

より⼤きい場合のウェイト w は 0、c よりも⼩さい場合はその数字からウェイトを計算する

ことを表している。c は調整定数と呼ばれ、経験的に 3 から 8 の間でユーザーが任意に設

定することによりロバスト性を調整する。c が⼩さいほどウェイトが削られることになり、

結果として推定のロバスト性が強くなる。 
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CARTによる補定ドメインの設定方法ついて 
 
 CART (Classification And Regression Tree: 分類木/回帰木) 

 CARTは、データマイニングや機械学習等の分野において、分類や予測のために広く使わ
れている決定木（decision tree）と呼ばれる手法の一種である。目的変数がカテゴリ変数
の場合は分類木、目的変数が連続変数の場合は回帰木と呼ばれる。 
補定のためのドメイン設定において目的変数になるのは、カテゴリではなく連続値をと

る補定のための比率 y/xであるため、回帰木について取り上げる。 
 

 回帰木の例 

統計ソフト Rに組み込まれている carsデータは、車のスピードと制動距離についての二
変量データである。目的変数を制動距離、説明変数をスピードとしてこのデータに CART
を適用すると、下の右側の図のような決定木が得られる。この決定木の最上部は根（root）、
最下部が葉（leaves）、その間の分岐は節（node）と呼ばれる。 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
まず、根に注目すると、変数 speed が 17.5 より大きいかどうかで最初にデータが分割

される。これは、左の散布図上で、①の線により示されている。CART での分岐の基準は、
不純度を表すジニ係数で、分岐により不純度（目的変数のばらつき）が最も減少するよう

節(node) 

葉(leaves) 

根(root) 
②  ①  ④  ③  

①  

②  ③  

④  
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に分岐点が決定される。 
最初の①の分岐で領域を二つに分割した後、②及び③の節でさらに各領域が二分され、

そ下でさらに④により二分される領域もあるため、最終的に分割された領域（葉）の数は 5
つになる。この結果は、左側の散布図の中の階段状の赤線で表現されており、縦線部分は
領域の境界を、横線部分は領域毎の目的変数の代表値を示している。 

 
 CARTによるドメインの設定方法 

補定のためのドメイン設定では、目的変数は補定のための比率 y/x、説明変数は質的変数
の経営組織と人単位で整数値をとる国内常用雇用者数として、産業分類ドメインをさらに分
割する可能性を検討する。結果のイメージは下図のとおりで、この場合、産業により設定さ
れた補定ドメインは、次のような条件によりさらに 5分割できることがわかる。 

[Node 4] 経営組織が 1及び 5で、国内常用雇用者数が 0人 
[Node 5] 経営組織が 1及び 5で、国内常用雇用者数が 1人 
[Node 6] 経営組織が 1及び 5で、国内常用雇用者数が 2人以上 
[Node 8] 経営組織が 2,3及び 4で、国内常用雇用者数が 18人以下 
[Node 9] 経営組織が 2,3及び 4で、国内常用雇用者数が 19人以上 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

参考文献 

Hastie, T., Tibshirani, R. Friedman, J. (2001) The Elements of Statistical Learning, 

Springer-Verlag, p.267-270. 

ベリー, M. J. A., リノフ, G. (1999)「データマイニング手法」、海文堂. 

経営組織 
1 個人経営 
2 株式会社・有限会社・相互会社 
3 合名会社・合資会社 
4 合同会社 
5 会社以外の法人 
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ドメイン設定への U検定の利用方法について 
 

 観測値のグループ（ここでは補定のためのドメイン）間の差異を見る方法の一つとして、

下表のような統計的仮説検定法がある。ここでパラメトリックな方法とは、母集団に正規

分布の仮定を置いたものを、ノンパラメトリックな方法は母集団に分布の仮定は置かない

ものを指す。 

 

 例えば、スチューデントの t 検定は、母集団が正規分布、標本の分散がカイ二乗分布に従

うという前提を置いている。今回使用する経理項目の比率は、正規分布の仮定を置くこと

ができないため、ノンパラメトリックな方法を使用する必要がある。 

 三つ以上のグループについての検定にはクラスカル･ウォリス検定を用いる。ただしこの

検定は、グループ内の差異の有無はわかるが、具体的にどのグループが違うのかはわから

ない。どのグループが違うのかを知るためには、U 検定など二群の差異を知るための検定を

用いる必要があるが、同じグループ内で複数回検定を行う多重比較になる場合、グループ

数が多くなるほど有意差は出にくい。 

一方で、ここで必要なのは、同一母集団かどうかの仮説検定自体ではない。n が足りない

ドメインの統合先候補として、最も近いドメインがどれかを判別することが目的である。

そこで、多重比較問題などは考慮せず、単に検定統計量の p 値が最も大きいドメインを候

補として選び、データの分布や分散を確認した上で実際にドメインを統合するかどうかを

決定する。 

 

 パラメトリックな方法 ノンパラメトリックな方法 

多群（対応なし） 

 等分散が前提 

 

一元配置分散分析 

 

クラスカル・ウォリス検定 

二群（対応なし） 

 等分散が前提 

 不等分散対応 

 

スチューデントの t 検定 

ウェルチの t 検定 

 

マン・ホイットニーの U 検定 

ブルンナー・ムンツェル検定 
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 マン・ホイットニーの U 検定（Mann-Whitney’s U-test） 

U 検定は、ウィルコクソン・マン・ホイットニー検定やウィルコクソンの順位和検定と

も呼ばれ、正規分布の仮定を必要としない二つのグループの差異についての検定方法であ

る。この検定は、二つのグループが同じ母集団から標本抽出されたという仮定を置くため、

実質的には等分散を仮定していることになる。 

 次のような仮説について、検定統計量 U を算出し、その p 値が有意水準 0.05 よりも小

さければ帰無仮説が棄却される。 

[帰無仮説 H0]  両群がまったく同じ分布をしている 

[対立仮説 H1]  両群の分布が異なる 

この方法は、実質的に順位を t 検定することとほぼ同じであるため、二つのグループの分

散が異なる場合は、数値を順位に直して等分散の仮定を置かない t 検定（バートレットの方

法）か、あるいはブリュンナー・ムンツェル検定を用いることもできる。 

 

 

 

 ブリュンナー・ムンツェル検定（Brunner-Munzel test） 

 母集団の分布が同じであることは仮定せず、二つのグループからそれぞれ一つ値を取り

出したとき、どちらが大きい確率も等しいという帰無仮説を検定するもの。標本数が非常

に小さい場合には、ブリュンナー・ムンツェルの統計量に並べ替え検定を適用すればより

正確に計算ができる。R での関数は、lawstat パッケージの brunner.munzel.test。 
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2 組の数, 𝑥𝑥1,𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 と、𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑚𝑚 があるとき、𝑥𝑥𝑖𝑖 > 𝑦𝑦𝑗𝑗 を満たす (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) の組の数に、

𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑗𝑗 を満たす組の数の半分を足したものを U とすると，もしこれらの n + m 個の数

の並び順がランダムであれば，U の確率分布はある漸化式から計算できる。さらに、n, m 

が大きければ、U の分布はほぼ正規分布 N(nm/2, nm(n+m+1)/12) になることを利用

する。この U の値は、n + m 個の中での x1, x2, ..., xn の順位の和から n(n + 1)/2 を

引いた値に等しいので、U を使った検定は順位和を使った検定とみなすこともできる。 

[出典:奥村(2005)] 


